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1. Ïðîåêòèðîâàíèå òðåõìåðíîé òî÷êè íà äâóìåðíóþ
ïëîñêîñòü èç òî÷êè çðåíèÿ

Ïîìåñòèì íà÷àëî êîîðäèíàò âíóòðè òðåõìåðíîãî îáúåêòà è áóäåì ñ÷èòàòü ÷òî
ïðîåêöèÿ ñòðîèòñÿ â ïëîñêîñòè, êîòîðàÿ òîæå ïðîõîäèò ÷åðåç ýòî íà÷àëî êîîðäè-
íàò. Òî÷êà çðåíèÿ íàõîäèòñÿ î÷åíü äàëåêî îò íà÷àëà êîîðäèíàò è óäîáíî çàäàâàòü
íàïðàâëåíèå â òî÷êó ðåíèÿ ñ ïîìîùüþ òðåõìåðíîãî íåíîðìèðîâàííîãî âåêòîðà ñ
êîîðäèíàòàìè (vx, vy, vz), à ðàññòîÿíèå äî òî÷êè çðåíèÿ çàäàâàòü îòäåëüíî â âèäå
äåñÿòè÷íîãî ëîãàðèôìà u, òàê ÷òî ðåàëüíîå ðàññòîÿíèå R = 10u. Íà ïåðâîì ýòàïå
ðàñ÷åòîâ ñëåäóåò îòíîðìèðîâàòü âåêòîð v, âû÷èñëèâ åãî ìîäóëü o = (v2x+v

2
y+v

2
z)

1/2

è ïîäåëèâ âñå êîìïîíåíòû íà ýòîò ìîäóëü. Äàëåå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî íîðìèðîâêà
âûïîëíåíà.

Ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà íà îáúåêòå P = (x, y, z) â ðåçóëüòàòå ïðîåêòèðîâàíèÿ ïå-
ðåâîäèòñÿ â òî÷êó ïðîåêöèè p = (x1, y1) íà ïëîñêîñòè ãðàôèêà. Ïðîåêòèðîâàíèå
âûïîëíÿåòñÿ òàêèì îáðàçîì, ÷òî îñü z òðåõìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà ïåðåõîäèò â îñü
y ïðîåêöèè. Àëãîðèòì ïðåîáðàçîâàíèÿ çàïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: ñíà÷àëà
âû÷èñëÿþòñÿ âñïîìîãàòåëüíûå ïàðàìåòðû

vp = (v2x + v2y)
1/2, h = zvz − yvy − xvx, r = [vp(1− h/R)]−1, (1)

è çàòåì èñïîëüçóþòñÿ ôîðìóëû

x1 = r(xvy − yvx), y1 = r(z − vzh). (2)

Ðàññìîòðèì íåñêîëüêî ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ. Ïóñòü âñå òî÷êè ëåæàò íà îäíîé âûñî-
òå (z ïîñòîÿííî) è íà ëèíèè, ïåðïåíäèêóëÿðíîé íàïðàâëåíèþ ïðîåêòèðîâàíèÿ, òî
åñòü âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå yvy + xvx = 0. Òîãäà ïðè ïðîåêòèðîâàíèè â ïàðàëëåëü-
íûõ ëó÷àõ (R → ∞) âñå òî÷êè ïðîåêöèè áóäóò èìåòü ïîñòîÿííóþ âåðòèêàëüíóþ
êîîðäèíàòó y1 è ïåðåìåííóþ ãîðèçîíòàëüíóþ êîîðäèíàòó x1. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,
âñå òî÷êè íà îäíîé âûñîòå, ðàñïîëîæåííûå âäîëü ïðîåêöèè íàïðàâëåíèÿ ïðîåê-
òèðîâàíèÿ áóäóò èìåòü ïðîåêöèè ñ ïåðåìåííîé âåðòèêàëüíîé êîîðäèíàòîé y1, íî
ñ ïîñòîÿííîé ãîðèçîíòàëüíîé êîîðäèíàòîé x1. Åñëè öåíòðàëüíûé ëó÷ èç íà÷àëà
êîîðäèíàò â íàïðàâëåíèè ïðîåêòèðîâàíèÿ èìååò ïîëîæèòåëüíûå êîîðäèíàòû, òî
òî÷êè âäîëü îñè x áóäóò äâèãàòüñÿ íàïðàâî, à òî÷êè âäîëü îñè y � íàëåâî. Ïðè ýòîì
òî÷êè ñ ìèíèìàëüíûìè x è y êîîðäèíàòàìè áóäóò áëèæå ê íàáëþäàòåëþ íåçàâè-
ñèìî îò z êîîðäèíàòû. Ïðè ïðàâèëüíîì óïîðÿäî÷åíèè òî÷åê ìîæíî ëåãêî ó÷åñòü
âèäèìîñòü èëè íåâèäèìîñòü îïðåäåëåííûõ äåòàëåé.
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2. Âèçóàëèçàöèÿ ãåîìåòðèè ìíîãîâîëíîâîé äèôðàêöèè
(anima3d)

Âèçóàëèçàöèÿ ãåîìåòðèè ëó÷åé ïðè ìíîãîâîëíîâîé äèôðàêöèè â êðèñòàëëå
ïðåäïîëàãàåò èçîáðàæåíèå êðèñòàëëà è íàïðàâëåíèé ïó÷êîâ îòíîñèòåëüíî åãî ïî-
âåðõíîñòè. Æåëàòåëüíî âûðàçèòü êîîðäèíàòû êðèñòàëëà è ïó÷êîâ â òðåõìåðíûõ
äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ, ïîñëå ÷åãî èçîáðàæåíèå ìîæíî ïðîâåñòè â àêñîíîìåòðè-
÷åñêîé ïðîåêöèè èç ðàçëè÷íûõ òî÷åê çðåíèÿ. Çà îñü z äåêàðòîâîé ñèñòåìû ðàçóìíî
âçÿòü àíòè-íîðìàëü ê ïîâåðõíîñòè, òî åñòü âåêòîð z = −h3(h33)

−1/2. Îñü x , êàê
è ðàíüøå, ïóñòü èäåò âäîëü ïðîåêöèè ïàäàþùåãî ïó÷êà íà ïîâåðõíîñòü, òî åñòü
x = (K cos θ0)

−1(k0 + zK sin θ0). Îñü y âûáèðàåòñÿ ñòàíäàðòíî êàê y = [z × x] =
(K cos θ0)

−1[z× k0]. Èòàê, â ýòîé ñèñòåìå êîîðäèíàò âõîäíàÿ ïîâåðõíîñòü êðèñòàë-
ëà èìååò z = 0, åå ìîæíî îïèñàòü ïðÿìîóãîëüíèêîì ïî 4-ì òî÷êàì (a, , 0), (b, c, 0),
(b, d, 0), (a, d, 0), îíà âèäíà è ðèñóåòñÿ ïîñëå ïàäàþùåãî ïó÷êà, íî ðàíüøå îòðàæåí-
íûõ. Òîëùèíó ïëàñòèíêè ìîæíî çàäàòü äâóìÿ áîêîâûìè ãðàíÿìè (a, c, t), (a, c, 0),
(b, c, 0), (b, c, t) è (a, c, t), (a, c, 0), (a, d, 0), (a, d, t). Òàêèì îáðàçîì íà ýòî òðåáóåòñÿ
5 ïàðàìåòðîâ: a, b, c, d, t. Èç íèõ a, c, t � äîëæíû èìåòü îòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ.

Ïàäàþùèé ïó÷îê èìååò íàïðàâëåíèå k0/K = (cos θ0, 0,− sin θ0) ,òàê ÷òî çàäàâàÿ
äëèíó âåêòîðà íàä a0 è ïîä b0 ïîâåðõíîñòüþ èìååì äâå òî÷êè (a0 cos θ0, 0,−a0 sin θ0),
(b0 cos θ0, 0,−b0 sin θ0). Íîðìàëü ê ïîâåðõíîñòè èìååò íàïðàâëåíèå (0, 0, 1) è äëè-
íû ïîä a3 è íàä b3. Ïðè ýòîì, â ñîîòâåòñòâèè ñ íàïðàâëåíèÿìè âåêòîðîâ äëÿ âåðõ-
íèõ òî÷åê äëèíû a0, b3 îòðèöàòåëüíûå Íàïðàâëåíèå îòðàæåííûõ ïó÷êîâ k1,2/K =
X1,2 cos θ1,2 + z sin θ1,2. Åñëè îòñ÷èòûâàòü àçèìóòàëüíûé óãîë îò îñè x ê îñè y, òî
ñðàçó ïîëó÷àåì ïî îäíîé òî÷êå äëÿ êàæäîãî îòðàæåííîãî ïó÷êà (âòîðàÿ òî÷êà â
íà÷àëå êîîðäèíàò)

(a1 cos θ1 cosϕ1, a1 cos θ1 sinϕ1, a1 sin θ1), (a2 cos θ2 cosϕ2, a2 cos θ2 sinϕ2, a2 sin θ2).
(3)

Îñòàëîñü îïðåäåëèòü êîîðäèíàòû âåêòîðà íîðìàëè ê ïëîñêîñòè ðàññåÿíèÿ. Íîð-
ìàëü ìîæíî îïðåäåëèòü êàê åäèíè÷íûé âåêòîð, ïàðàëëåëüíûé N = [k0 × k1], ìî-
äóëü êîòîðîãî ðàâåí K2 sin 2θ1. Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèÿ k0 è k1 ÷åðåç x, y, z è
ïåðåìíîæàÿ ïîëó÷àåì

n = (sin 2θ1)
−1 (xex − yey + zez) (4)

ãäå

ex = sin θ0 cos θ1 sinϕ1, ey = sin θ0 cos θ1 cosϕ1 + cos θ0 sin θ1, ez = cos θ0 cos θ1 sinϕ1

(5)
Çàäàâàÿ äëèíó íîðìàëè a4 ëåãêî ïîëó÷àåì òî÷êó.

Èòàê êîîðäèíàòû âñåõ òî÷åê âû÷èñëÿþòñÿ ïî çàäàííûì äëèíàì è óãëàì, ïîñëå
÷åãî èõ ìîæíî ñïðîåêòèðîâàòü íà ïëîñêîñòü ðèñóíêà è íàðèñîâàòü. Ïðîãðàììà
ïîëó÷àåò íà âõîäå äëèíû è óãëû, à íà âûõîäå � ðèñóíîê. Ñíà÷àëà ðèñóþòñÿ íèæíèå
îòðåçêè, çàòåì êðèñòàëë è ïîòîì âåðõíèå îòðåçêè. Äëÿ íàãëÿäíîñòè ïîëåçíî òàêæå
èçîáðàçèòü ïðîåêöèè âåêòîðîâ k0, k1, k2 íà ïëîñêîñòü ïîâåðõíîñòè êðèñòàëëà è
ïðîåêòèðóþùèå ëó÷è. Ñîîòâåòñòâåííî ïîëó÷àåì íîâûå òî÷êè

(a0 cos θ0, 0, 0), (a1 cos θ1 cosϕ1, a1 cos θ1 sinϕ1, 0), (a2 cos θ2 cosϕ2, a2 cos θ2 sinϕ2, 0)
(6)
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Â ïðîãðàììó anima3d.acl çàäàþòñÿ óãëû t0 = θ0, t1 = θ1, t2 = θ2, f1 = ϕ1, f2 = ϕ2, t3
= θ1 â ãðàäóñàõ è äëèíû a, b, c, d, t, a0, b0, a1, a2, a3, b3, a4 à òàêæå ìàñøòàáíûé ìíî-
æèòåëü g, äëèíû çàäàþòñÿ òàê, ÷òî a0, b3, a, c, t < 0. Óãëû íåîáõîäèìî âû÷èñëÿòü
äëÿ êîíêðåòíîãî êðèñòàëëà è êîíêðåòíûõ èíäåêñîâ äèôðàêöèè, à òàêæå íîðìàëè ê
ïîâåðõíîñòè. Ýòî ëó÷øå âñåãî äåëàòü ïî îòäåëüíîé ïðîãðàììå, ñì. ñëåäóþùèé ðàç-
äåë. Äëèíû ìîãóò áûòü ïðîèçâîëüíûìè è çàäàþòñÿ ïðîñòî èç ñîîáðàæåíèé ëó÷øåé
âèäíîñòè êàðòèíêè. Â ïðèíöèïå ìîæíî íàêàïëèâàòü áàçó äàííûõ âõîäíûõ ïàðà-
ìåòðîâ äëÿ ðàçëè÷íûõ ñëó÷àåâ â îòäåëüíîì ôàéëå è îðãàíèçîâàòü âûáîð âàðèàíòà.

3. Ãåîìåòðè÷åñêèå ïàðàìåòðû äëÿ êîìïëàíàðíîãî ñëó÷àÿ

Â ýòîì ðàçäåëå ïîëó÷åíû ôîðìóëû äëÿ ðàñ÷åòà óãëîâ. Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà
êîìïëàíàðíûé ñëó÷àé íà äâóõ âåêòîðàõ îáðàòíîé ðåøåòêè h1, h2 è ñ âåêòîðîì
ïàäàþùåé âîëíû k0 = αh1 + βh2. Èç óñëîâèé Áðýããà ïîëó÷àåì ñèñòåìó óðàâíåíèé

αh11 + βh12 = −h11/2
αh12 + βh22 = −h22/2 (7)

ãäå hij = (hi · hj). Ðåøàÿ ñèñòåìó, ïîëó÷àåì

α =
h22(h12 − h11)
2(h11h22 − h212)

, β =
h11(h12 − h22)
2(h11h22 − h212)

(8)

Ïóñòü íàì òàêæå çàäàí åäèíè÷íûé âåêòîð íîðìàëè ê ïîâåðõíîñòè êðèñòàëëà, íà-
ïðàâëåííûé â ãëóáü êðèñòàëëà Z. Òðè âåêòîðà k0, h1, h2 ëåæàò â îäíîé ïëîñêîñòè,
íî âåêòîð Z â îáùåì ñëó÷àå íå ëåæèò â ýòîé ïëîñêîñòè. Îáîçíà÷èì åäèíè÷íûé âåê-
òîð Z = h3h

−1/2
33 , òî åñòü âûðàçèì åãî â áàçèñå îáðàòíîé ðåøåòêè, ïóñòü è âîçìîæíî

ñ íåöåëûìè èíäåêñàìè. Î÷åíü ëåãêî îïðåäåëèòü óãëû ìåæäó âîëíîâûìè âåêòîðàìè
è ïîâåðõíîñòüþ êðèñòàëëà ÷åðåç ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå. Ñðàçó ïîëó÷àåì

sin θ0 =
k0Z

K
=
αh13 + βh23

Kh
1/2
33

=
k0h

Kh
1/2
33

,

sin θ1 = −k1Z

K
= −(α + 1)h13 + βh23

Kh
1/2
33

= − k1h

Kh
1/2
33

, (9)

sin θ2 = −k2Z

K
= −αh13 + (β + 1)h23

Kh
1/2
33

= − k2h

Kh
1/2
33

Çäåñü ïðåäïîëàãàåòñÿ â ÿâíîì âèäå, ÷òî íîðìàëü ñîñòàâëÿåò îñòðûé óãîë ñ âåêòî-
ðîì k0, íî òóïûå óãëû ñ âåêòîðàìè k1, k2 è ââåäåíî îáîçíà÷åíèå kjh = kjh3.

Äëÿ ðàñ÷åòà àçèìóòàëüíûõ óãëîâ íóæíî âûáðàòü îñü x. Åå óäîáíî âûáðàòü òà-
êèì îáðàçîì, ÷òîáû âåêòîð k0 èìåë íóëåâîé àçèìóòàëüíûé óãîë, òî åñòü åäèíè÷íûé
âåêòîð X áûë ïåðïåíäèêóëÿðåí Z è [k0 × Z]. Íåíîðìèðîâàííûé âåêòîð

X′ = [Z× [k0 × Z]] = k0 − Z(k0Z), (X′X′)1/2 = K cos θ0 (10)
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Îêîí÷àòåëüíî

X =
k0 − h3h

−1/2
33 K sin θ0

K cos θ0
(11)

Òîãäà àçèìóòàëüíûå óãëû ìîæíî îïðåäåëèòü ÷åðåç ñêàëÿðíûå ïðîèçâåäåíèÿ âåê-
òîðà X è ïðîåêöèé âåêòîðîâ k1, k2 íà ïëîñêîñòü, ïåðïåíäèêóëÿðíóþ îñè z. Ôàê-
òè÷åñêè ìîæíî ââåñòè àíàëîãè÷íûå åäèíè÷íûå âåêòîðû

X1,2=
k1,2 + h3h

−1/2
33 K sin θ1,2

K cos θ1,2
(12)

Òîãäà

cosϕ1,2 = (XX1,2) =
(k0k1,2) + ((k0h3) sin θ1,2 − (k1,2h3) sin θ0)h

−1/2
33 K −K2 sin θ0 sin θ1,2

K2 cos θ0 cos θ1,2
(13)

Ââåäåì äîïîëíèòåëüíî ïàðàìåòðû kij = kikj . Òîãäà èìååì

cosϕ1 =
k01 + k0hKh

−1/2
33 sin θ1 − k1hKh−1/233 sin θ0 −K2 sin θ0 sin θ1

K2 cos θ0 cos θ1
,

cosϕ2 =
k02 + k0hKh

−1/2
33 sin θ2 − k2hKh−1/233 sin θ0 −K2 sin θ0 sin θ2

K2 cos θ0 cos θ2
(14)

Ïðè ýòîì

k01 = α(α + 1)h11 + β(2α + 1)h12 + β2h22,

k02 = α2h11 + α(2β + 1)h12 + β(β + 1)h22,

k0h = αh13 + βh23 (15)

k1h = (α + 1)h13 + βh23, , k2h = αh13 + (β + 1)h23

Ôîðìóëû äëÿ êîñèíóñîâ ìîæíî çàïèñàòü â áîëåå ïðîñòîé ôîðìå, èñïîëüçóÿ âûðà-
æåíèå kjh ÷åðåç sin θj

cosϕ1 =
k01 +K2 sin θ0 sin θ1
K2 cos θ0 cos θ1

, cosϕ2 =
k02 +K2 sin θ0 sin θ2
K2 cos θ0 cos θ2

(16)

Ïî óñëîâèþ çàäà÷è, âñå óãëû θj äîëæíû áûòü ïîëîæèòåëüíûìè. Âûáåðåì íàïðàâ-
ëåíèå îòñ÷åòà àçèìóòàëüíûõ óãëîâ òàêèì îáðàçîì, ÷òî óãîë ϕ1 âñåãäà áûë ïîëîæè-
òåëüíûì. ×òî æå êàñàåòñÿ óãëà ϕ2, òî êîñèíóñ íå îïðåäåëÿåò åãî çíàê îäíîçíà÷íî.
Äëÿ âûáîðà çíàêà èñïîëüçóåì ôîðìóëó äëÿ óãëà ìåæäó âåêòîðàìè k1 è k2

cosϕk =
k12
K2

(17)

ãäå
k12 = α(α + 1)h11 + [2αβ + α + β + 1]h12 + β(β + 1)h22 (18)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ìîæíî çàïèñàòü

k1/K = X1 cos θ1 − Z sin θ1, k2/K = X2 cos θ2 − Z sin θ2 (19)
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è çíà÷èò
k1k2/K

2 = cosϕ12 cos θ1 cos θ2 + sin θ1 sin θ2 (20)

îòêóäà ïîëó÷àåì
cosϕk = sin θ1 sin θ2 + cos θ1 cos θ2 cosϕ12 (21)

Çäåñü ϕ12 = ϕ1−ϕ2. Ýòî òîæäåñòâî ìîæåò âûïîëíèòüñÿ òîëüêî ïðè îïðåäåëåííîì
çíàêå ϕ2 è åãî ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ âûáîðà çíàêà.

Èíòåðåñíî òàêæå îïðåäåëèòü óãîë ìåæäó ïëîñêîñòüþ ðàññåÿíèÿ è ïëîñêîñòüþ
ïîâåðõíîñòè êðèñòàëëà. Â êîìïëàíàðíîì ñëó÷àå íîðìàëü ê ïëîñêîñòè ðàññåÿíèÿ
ìîæíî îïðåäåëèòü êàê N = [h1 × h2], à åå ìîäóëü ðàâåí (h11h22)

1/2 sinϕ , ïðè
òîì, ÷òî cosϕ = h12(h11h22)

−1/2. Ñîîòâåòñòâåííî èñêîìûé óãîë ψ îïðåäåëÿåòñÿ ïî
ôîðìóëå

cosψ =
[h1 × h2] · h3

(h11h22h33)1/2 sinϕ
(22)

Âû÷èñëèì âåêòîð

[h1 × h2] = (h1k2 − h2k1)[A×B] + (h1l2 − h2l1)[A×C] + (k1l2 − k2l1)[B×C]

= (Vh/2π){(h1k2 − h2k1)c− (h1l2 − h2l1)b+ (k1l2 − k2l1)a} (23)

Â ðåçóëüòàòå

[h1 × h2] · h3 = VhA
−3{l3(h1k2 − h2k1)− k3(h1l2 − h2l1) + h3(k1l2 − k2l1)} (24)

Â ÷àñòíîì ñëó÷àå ãåêñàãîíàëüíîé ðåøåòêè ëàíãàòàòà (ñì. íèæå)

Vh =
(2π)3

V
=

2(2π)3

a2c
√
3
, A =

4π

a
√
3
, g =

3a2

4c2
(25)

èìååì

[h1 × h2] · h3 = (3g/4)1/2{l3(h1k2 − h2k1)− k3(h1l2 − h2l1) + h3(k1l2 − k2l1)} (26)

è óãîë ψ ìîæåò áûòü âû÷èñëåí íåïîñðåäñòâåííî. Óãëû Áðýããà ðàâíû (äëÿ ëàíãà-
òàòà)

θk = arcsin

(
λ

a
√
3
h
1/2
kk

)
(27)

Ïðîãðàììà ïî çàäàííûì ïàðàìåòðàì âûäàåò ðàññ÷èòàííûå çíà÷åíèÿ óãëîâ θ0,
θ1, θ2, à òàêæå ϕ1, ϕ2, ψ è óãëû Áðýããà θ1, θ2.

4. Êðèñòàëë ëàíãàòàòà

Ðàñ÷åòû ãåîìåòðèè ìíîãîâîëíîâîé äèôðàêöèè óäîáíî ïðîâîäèòü â ñèñòåìå êî-
îðäèíàò, ñâÿçàííîé ñ îáðàòíîé ðåøåòêîé êðèñòàëëà. Ãåêñàãîíàëüíàÿ êðèñòàëëè-
÷åñêàÿ ðåøåòêà ìîæåò áûòü îïèñàíà òðåìÿ âåêòîðàìè òðàíñëÿöèé a, b, c, ïðè÷åì
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a = b è óãîë ìåæäó a è b ðàâåí 120◦. Âåêòîð c ïåðïåíäèêóëÿðåí a è b, íî èìååò äðó-
ãóþ äëèíó. Îáúåì ýëåìåíòàðíîé ÿ÷åéêè ðàâåí V = [a×b] ·c = a2c

√
3/2. Â ñîîòâåò-

ñòâèè ñ îáùèì ïðàâèëîì âåêòîðû òðàíñëÿöèè îáðàòíîé ðåøåòêèA = (2π/V )[b×c],
B = (2π/V )[c× a], C = (2π/V )[a× b]. Ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî âåêòîð C ïàðàëëåëåí c à
åãî äëèíà = 2π/c, âåêòîð A ñîñòàâëÿåò óãîë 30◦ ñ âåêòîðîì a â ñòîðîíó b, à åãî
äëèíà ðàâíà A = 4π/(a

√
3), âåêòîð B ñîñòàâëÿåò óãîë 30◦ ñ âåêòîðîì b â ñòîðîíó a,

à åãî äëèíà ðàâíà B = A. Òàêèì îáðàçîì, óãîë ìåæäó âåêòîðàìè A è B ðàâåí 60◦.
Â ðåçóëüòàòå îáðàòíàÿ ðåøåòêà òîæå ãåêñàãîíàëüíàÿ, íî ïîâåðíóòà îòíîñèòåëüíî
ïðÿìîé ðåøåòêè íà óãîë 30◦.

Óñëîâèå òðåõâîëíîâîé êîìïëàíàðíîé äèôðàêöèè ìîæíî âûâåñòè èç òåîðåìû
ñèíóñîâ ðåøåíèÿ òðåóãîëüíèêîâ

λ =
4π sinϕ

|h1 − h2|
, (28)

ãäå h1 è h2 � äâà âåêòîðà îáðàòíîé ðåøåòêè, à ϕ � óãîë ìåæäó íèìè. Óäîáíî êàê
ðàç ôèêñèðîâàòü ðàçíîñòü âåêòîðîâ îáðàòíîé ðåøåòêè

h12 = h1 − h2 = hA+ kB+ lC, h = h1 − h2, k = k1 − k2, l = l1 − l2 (29)

Òîãäà ôîðìóëó ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

sinϕ0 =
λ

4π
[(h2 + k2 + hk)A2 + l2C2]1/2 =

λ

a
√
3
[h2 + k2 + hk+ gl2]1/2, g =

3a2

4c2
(30)

Òàê êàê sinϕ0 íå ìîæåò áûòü áîëüøå 1, òî âûïèñàííîå óñëîâèå ñðàçó íàêëàäûâàåò
îãðàíè÷åíèå íà âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ èíäåêñîâ h, k, l. Ñ äðóãîé ñòîðîíû ïåðåáèðàÿ
çíà÷åíèÿ èíäåêñîâ h2, k2, l2 è âû÷èñëÿÿ h1 = h2 + h, k1 = k2 + k, l1 = l2 + l ìîæíî
âû÷èñëèòü ðåàëüíîå çíà÷åíèå sinϕ äëÿ êîíêðåòíîé êîìáèíàöèè è ñðàâíèòü åãî ñ
çàäàííûì ýòàëîííûì çíà÷åíèåì. Ìîæíî ñòàðòîâàòü ñ ìèíèìàëüíûõ çíà÷åíèé è
ðåàëèçîâàòü ïîèñê ìèíèìóìà â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå. Êîíêðåòíî a = 8.2285,
c = 5.1220.

Êîíêðåòíîå çíà÷åíèå sinϕ = (1 − cos2 ϕ)1/2, cosϕ = h1 · h2/(|h1| |h2|). Â ðàç-
âåðíóòîì âèäå

cosϕ =
h1h2 + k1k2 + (h1k2 + h2k1)/2 + gl1l2

[h21 + k21 + h1k1 + gl21]
1/2[h22 + k22 + h2k2 + gl22]

1/2
(31)

Ôàêòè÷åñêè íóæíî èñêàòü ìèíèìóì êâàäðàòà ðàçíîñòè

f = (sinϕ− sinϕ0)
2 (32)

Ïðîùå âñåãî ïîïðîáîâàòü ïåðåáîðîì â ïðîñòðàíñòâå òðåõ èíäåêñîâ h2, k2, l2 .Åñòü
ïðîáëåìà, åñëè ïîïàäàåì íà íóëåâîé óçåë. Ïðîùå âñåãî ïðîâåðÿòü íà íîëü çíàìå-
íàòåëü ïåðåä äåëåíèåì è åñëè äà, òî ñòàâèòü åäèíèöó äëÿ êîñèíóñà. Ýòîãî äîëæíî
õâàòèòü.

Äëèíû âîëí: CrKα1= 2.28970, FeKα1= 1.936042, CoKα1= 1.788965, CuKα1
= 1.540562, MoKα1 = 0.709300, AgKα1 = 0.5594075
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Ïðîãðàììà äëÿ ïîèñêà âàðèàíòîâ èìååò âõîäíûå äàííûå â âèäå: a, c, λ, h, k, l.
Óäîáíî êàê ðàç ñòàðòîâàòü ñ íóëåâûõ èíäåêñîâ h2, k2, l2 è äëÿ íèõ äàæå íå âû÷èñ-
ëÿòü f . ×òîáû íå ìó÷àòüñÿ ñ àëãîðèòìîì çàäàäèì 6 òðîåê èíäåêñîâ di = (1,0,0),(-
1,0,0),(0,1,0),(0,-1,0),(0,0,1),(0,0,-1) è áóäåì ïîî÷åðåäíî ïðèáàâëÿòü èõ ê òåêóùåìó
çíà÷åíèþ âåêòîðà (h2, k2, l2), òî åñòü ðàáîòàòü áóäåì ñ âåêòîðîì (h3, k3, l3) = (h2,
k2, l2) + di. Ïîëó÷àåì 6 çíà÷åíèé fi. Çàòåì îïðåäåëÿåì çíà÷åíèå èíäåêñà ñ ìèíè-
ìàëüíûì f è èçìåíÿåì òåêóùåå çíà÷åíèå âåêòîðà (h2, k2, l2) . Óæå íà âòîðîì øàãå
íóëåâûå èíäåêñû ñíîâà ïîÿâÿòñÿ, íî ýòî áóäåì îáðàáàòûâàòü. Ïðîãðàììà îñòàíàâ-
ëèâàåòñÿ åñëè óëó÷øåíèÿ íåò. Äëÿ ýòîãî íàäî çàïîìèíàòü ïðåäûäóùåå çíà÷åíèå f .
À ñíà÷àëà åãî ìîæíî ïðîñòî çàäàòü êàê 5.

Ïîñëå òîãî, êàê íàéäåíû çíà÷åíèÿ èíäåêñîâ (h1, k1, l1) è (h2, k2, l2) ñîîòâåòñòâóþ-
ùèå êîìïëàíàðíîìó ñëó÷àþ, íåîáõîäèìî íàéòè âîëíîâîé âåêòîð k0, êîòîðûé òî÷íî
óäîâëåòâîðÿåò ýòèì èíäåêñàì. Çàîäíî ìîæíî ïðîâåðèòü � êàêîé äëèíå âîëíû îí
ñîîòâåòñòâóåò. Ïîëîæèì k0 = αh1 + βh2, ãäå α è β âû÷èñëåíû â ïðåäûäóùåì ðàç-
äåëå. Ñîîòâåòñòâåííî êâàäðàò k20 = α2h11+β

2h22+2αβh12, äëèíà âîëíû λ = 2π/k0.
Âûáèðàÿ â îáðàòíîé ðåøåòêå åäèíèöó èçìåðåíèÿ A = 4π/(a

√
3) èìååì

h11 = h21 + k21 + h1k1 + gl21,

h22 = h22 + k22 + h2k2 + gl22, (33)

h12 = h1h2 + k1k2 + (h1k2 + h2k1)/2 + gl1l2

Ñîîòâåòñòâåííî, âû÷èñëÿÿ k0 â åäèíèöàõ A, îêîí÷àòåëüíî èìååì

λ =
a
√
3

2k0
, k0 = K =

a
√
3

2λ
(34)

Ôîðìóëû ðàçäåëîâ 3 è 4 ëåãëè â îñíîâó ïðîãðàììû langatat-coplanar-geom.acl.

5. Ãåîìåòðè÷åñêèå ïàðàìåòðû äëÿ íåêîìïëàíàðíîãî ñëó÷àÿ

Â îáùåì ñëó÷àå íåêîìïëàíàðíîé äèôðàêöèè ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí òàêîé
æå ïîäõîä, êàê è â êîìïëàíàðíîì ñëó÷àå, òîëüêî âåêòîð ïàäàþùåé âîëíû èìååò
÷óòü áîëåå ñëîæíîå âûðàæåíèå k0 = αh1 + βh2 + wh

1/2
11 eN , ãäå eN � åäèíè÷íûé

âåêòîð â íàïðàâëåíèè N =[h1 × h2], à ïàðàìåòð w áåçðàçìåðíûé àíàëîãè÷íî α è
β. Ñîîòâåòñòâåííî èìååì eNZ = cosψ, ãäå ψ � óãîë ìåæäó eN è Z (ñì. ôîðìóëó
(22)), è ôîðìóëû äëÿ óãëîâ θi ñòàíîâÿòñÿ ÷óòü ïîñëîæíåå, à èìåííî

sin θ0 =
k0Z

K
=
αh13 + βh23

Kh
1/2
33

+ wh
1/2
11 cosψ,

sin θ1 = −k1Z

K
= −(α + 1)h13 + βh23

Kh
1/2
33

− wh1/211 cosψ, (35)

sin θ2 = −k2Z

K
= −αh13 + (β + 1)h23

Kh
1/2
33

− wh1/211 cosψ
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Âîîáùå ãîâîðÿ, ïàðàìåòð w ìîæåò áûòü êàê ïîëîæèòåëüíûì, òàê è îòðèöàòåëü-
íûì, ÷òî ïðîñòî ïðèâîäèò ê äâóì âàðèàíòàì ãåîìåòðèè. Åñëè íîðìàëü ê ïîâåðõ-
íîñòè êðèñòàëëà íàõîäèòñÿ â ïëîñêîñòè âåêòîðîâ îáðàòíîé ðåøåòêè, òî cosψ = 0
è ñèòóàöèÿ óïðîùàåòñÿ. Î÷åíü ÷àñòî â íåêîìïëàíàðíîì ñëó÷àå âåêòîð Z àíòèïà-
ðàëëåëåí âåêòîðó h1 è èìååò ìåñòî êàê ðàç òàêîé ñëó÷àé. Çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ α
è β îïðåäåëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì (8), à ïàðàìåòð w íàõîäèòñÿ èç çàäàííîé äëèíû
âåêòîðà k0, òî åñòü K = 2π/λ.

w = ±h−1/211

(
K2 − α2h11 − β2h22 − 2αβh12

)1/2
(36)

Ìåòîäîì äîâîëüíî ñëîæíûõ ïðÿìûõ âû÷èñëåíèé ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî

α2h11 + β2h22 + 2αβh12 =
h11h22(h11h22 − 2h212)

4(h11h22 − h212)
(37)

Ðàñ÷åò àçèìóòàëüíûõ óãëîâ ìîæíî ïðîâîäèòü ïî òîé æå ñõåìå, ÷òî è âûøå.
Ôàêòè÷åñêè îòâåò ïîëó÷àåòñÿ ñðàçó ïî ôîðìóëå (16) ÷åðåç ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå
ìåæäó âåêòîðàìè. Ýòó ôîðìóëó ìîæíî ïîëó÷èòü íåïîñðåäñòâåííî è áîëåå ïðîñòûì
ñïîñîáîì, ÷åì òîò, êîòîðûé óêàçàí âûøå. Çàïèøåì âñå âåêòîðû kj, j = 0, 1, 2 â âèäå

kj = aj + bj, aj = K cos θj, bj = K sin θj (38)

Çäåñü âåêòîð aj � ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðîåêöèþ âåêòîðà kj íà ïîâåðõíîñòü êðè-
ñòàëëà, à âåêòîð bj íàîáîðîò ïåðïåíäèêóëÿðåí ïîâåðõíîñòè êðèñòàëëà. Òîãäà ñðàçó
ïîëó÷àåì

kij = kikj = aiaj + bibj = K2 cos θi cos θj cosϕij + sijK
2 sin θi sin θj (39)

ãäå ϕij = ϕj − ϕi óãîë ìåæäó âåêòîðàìè ai è aj, ϕj = ϕ0j, à çíàêîâûé ìíîæèòåëü
ó÷èòûâàåò ïàðàëëåëüíîñòü èëè àíòèïàðàëëåëüíîñòü âåêòîðîâ bi è bj. Òàê s01 =
s02 = −1, s12 = 1. Êîñèíóñ íå îïðåäåëÿåò çíàê óãëà ϕ. Ìîæíî âñåãäà âûáðàòü
ϕ1 > 0, à çíàê ϕ2 îïðåäåëÿòü èç óñëîâèÿ ϕ12 = ϕ2 − ϕ1 Ýòî óñëîâèå â êàêîì-òî
ñìûñëå ïðîèçâîëüíîå, íî â ïðèíöèïå ìîæíî ïðîâåðÿòü îáà âàðèàíòà.

Ðàññìîòðèì ïðîñòîé ÷àñòíûé ñëó÷àé êóáè÷åñêîãî êðèñòàëëà. Òîãäà âåêòîðû h1,
h2, h3 çàäàþòñÿ ñâîèìè èíäåêñàìè Ìèëëåðà â åäèíèöàõ (2π/a), ãäå a � ïîñòîÿííàÿ
ðåøåòêè, âñå ñêàëÿðíûå ïðîèçâåäåíèÿ ëåãêî âû÷èñëÿþòñÿ. Óãîë ψ íàõîäèòñÿ ÷åðåç
êîñèíóñ ïî ôîðìóëå

cosψ =
l3(h1k2 − h2k1)− k3(h1l2 − h2l1) + h3(k1l2 − k2l1

(h11h22h33)1/2 sinϕ
, cosϕ =

h12
(h11h22)1/2

Çàòåì âû÷èñëÿþòñÿ ïàðàìåòðû α è β ïî ôîðìóëàì (8) è w ïî ôîðìóëå (36), ïîñëå
÷åãî ìîæíî ñðàçó âû÷èñëèòü óãëû θj. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ àçèìóòàëüíûõ óãëîâ íóæíî
âû÷èñëèòü ñêàëÿðíûå ïðîèçâåäåíèÿ âîëíîâûõ âåêòîðîâ ïî ôîðìóëàì

k01 = α(α + 1)h11 + β2h22 + β(2α + 1)h12 + w2h11,

k02 = α2h11 + α(2β + 1)h12 + β(β + 1)h22 + w2h11,

k12 = α(α + 1)h11 + [2αβ + α + β + 1]h12 + β(β + 1)h22 + w2h11
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Óãëû Áðýããà âû÷èñëÿþòñÿ îáû÷íûì îáðàçîì θBj = arcsin(h
1/2
jj /2K). Âî âñåõ ôîð-

ìóëàõ íóæíî èñïîëüçîâàòü K = a/λ. Ýòè ôîðìóëû èñïîëüçîâàíû â ïðîãðàììå
cubic-general-geom.acl.

6. Îáîáùåíèå íà 4-õ âîëíîâîé ñëó÷àé

Â 4-õ âîëíîâîì ñëó÷àå ïîÿâëÿåòñÿ äîïîëíèòåëüíûé âåêòîð îáðàòíîé ðåøåòêè,
êîòîðûé ïðèõîäèòñÿ íàçâàòü h4 ïîñêîëüêó âåêòîð h3 çàíÿò ïîä íîðìàëü. Âîçíè-
êàþùóþ ïóòàíèöó íàäî áóäåò ïîòîì èñïðàâèòü ïåðåïèñàâ âñå ôîðìóëû, à ïîêà
îñòàâèì òàê. Ïðè ýòîì k3 = k0 + h4. Ñîîòâåòñòâåííî

sin θ3 =
k3Z

K
=
αh13 + βh23 + h43

Kh
1/2
33

+ wh
1/2
11 cosψ

Çäåñü ÿâíî ó÷èòûâàåì, ÷òî k3 ïàðàëëåëåí k0 . Ôîðìóëà äëÿ ϕ3 ïîëó÷àåòñÿ èç (16)

cosϕ3 =
k03 −K2 sin θ0 sin θ3
K2 cos θ0 cos θ3

Ïðè ýòîì

k03 = α2h11 + 2αβh12 + β2h22 + w2h11 + αh14 + βh24

k13 = α(α + 1)h11 + (2α + 1)βh12 + β2h22 + w2h11 + (α + 1)h14 + βh24

Ñîîòâåòñòâåííî

cos(ϕ3 − ϕ1) =
k13 +K2 sin θ1 sin θ3
K2 cos θ1 cos θ3

Çíàê ó÷èòûâàåò, ÷òî ðåàëüíî óãëû θ1 è θ3 èìåþò ðàçíûå çíàêè. Åñëè ýòî íå òàê,
òî çíàê íàäî ìåíÿòü.
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