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1. Òî÷íûå ñîîòíîøåíèÿ.
Â ñâÿçè ñ âîçìîæíîñòüþ ïîëó÷åíèÿ ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ äëÿ ïðèìåíåíèÿ
òîìîãðàôèè êàê íà íåéòðîííûõ ïó÷êàõ, òàê è íà ïó÷êå ÑÈ ñòàëà àêòóàëüíîé ðàç-
ðàáîòêà ïðîãðàììû ïî ðåêîíñòðóêöèè äàííûõ, ïîëó÷åííûõ ïðè âðàùåíèè îáðàçöà
ìåòîäîì CT (computer tomography). Ïðè ýòîì ðàçóìíî èñïîëüçîâàòü �ltered back-
projection (FBP) ìåòîä, êàê áîëåå áûñòðûé è ïðîñòîé. Ïðîãðàììó ÿ íàïèñàë íà
ACL, èñïîëüçóÿ íåêîòîðûå ñïåöèàëüíî ðàçðàáîòàííûå îïåðàöèè. Â äàííîì äîêó-
ìåíòå ÿ îïèñûâàþ èäåè ìåòîäà è äåòàëè åãî ðåàëèçàöèè.

Ñíà÷àëà èäåàëüíàÿ ñõåìà. Ïóñòü çàäàíà íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ f(x, y) íà ïëîñêî-
ñòè (x, y) â áåñêîíå÷íûõ ïðåäåëàõ, íàçûâàåìàÿ îáúåêòîì. Âðàùàÿ ñèñòåìó êîîðäè-
íàò íà óãîë θ ìîæíî çàïèñàòü ýòó ôóíêöèþ â ïåðåìåííûõ (ξ, η) ïðè÷åì ñòàðûå è
íîâûå êîîðäèíàòû ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèÿìè

x = ξ cos θ − η sin θ, y = ξ sin θ + η cos θ,

ξ = x cos θ + y sin θ, η = x sin θ − y cos θ. (1)

Ïðîèíòåãðèðóåì ýòó ôóíêöèþ ïî êîîðäèíàòå η ïðè çàäàííûõ óãëå θ è êîîðäèíàòå
ξ. Â ðåçóëüòàòå èìååì

I(ξ, θ) =

∫
dη f(x, y) (2)

Ôóíêöèÿ äâóõ ïåðåìåííûõ I(ξ, θ) êàê ðàç è ìîæåò áûòü èçìåðåíà ýêñïåðèìåíòàëü-
íî. Îíà íàçûâàåòñÿ ñèíîãðàììîé îáúåêòà, òî åñòü ôóíêöèè f(x, y). Ïðîáëåìà CT
åñòü ïðîáëåìà âû÷èñëåíèÿ ôóíêöèè îáúåêòà f(x, y) èç åå ñèíîãðàììû I(ξ, θ). Îêà-
çûâàåòñÿ â èäåàëüíîì ñëó÷àå ýòà çàäà÷à ðåøàåòñÿ îäíîçíà÷íî è çà îäèí ïðîõîä.
Ìåòîä ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Ñíà÷àëà âû÷èñëÿåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå îò ñè-
íîãðàììû

S(u, θ) =

∫
dξ exp(iuξ) I(ξ, θ) =

∫
dξdη exp(iuξ) f(x, y) (3)

Ëåãêî âèäíî, ÷òî ýòà ôóíêöèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äâóìåðíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôó-
ðüå íà ëèíèè (u, v = 0) ïëîñêîñòè (u, v), êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ îáðàòíîé ê ïëîñêîñòè
(ξ, η). Ïåðåõîäÿ ê ïëîñêîñòè (p, q), êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ îáðàòíîé ê ïëîñêîñòè (x, y),
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âèäèì, ÷òî â ýòîé ïëîñêîñòè ëèíèÿ îáðàçóåò óãîë θ ñ îñüþ àáñöèññ òî÷íî òàê æå,
êàê áûëî â ïðÿìîì ïðîñòðàíñòâå. Ðàññìîòðèì îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå

f(x, y) = (2π)−2

∫
dpdq exp(−ipx− iqy) F (p, q) (4)

è ïåðåéäåì â èíòåãðàëå ê ïîëÿðíûì êîîðäèíàòàì (r, θ) èñïîëüçóÿ ñëåäóþùèå ñî-
îòíîøåíèÿ

x = ξ cos θ − η sin θ, y = ξ sin θ + η cos θ,

p = r cos θ, q = r sin θ. (5)

Ïîäñòàâëÿÿ â èíòåãðàë, ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå

f(x, y) = (2π)−2

∫ 2π

0

dθ

∫ ∞

0

dr r exp(−irξ) F (r, θ) (6)

Ëåãêî ñîîáðàçèòü, ÷òî âåëè÷èíà F (r, θ) ñîâïàäàåò ñ âåëè÷èíîé S(u, θ) ïðè ïîëîæè-
òåëüíûõ çíà÷åíèÿõ u = r. Îòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ ìîæíî ïîëó÷èòü. åñëè îäíî-
âðåìåííî ñ óãëîì θ ðàññìàòðèâàòü óãîë θ + π. Ñîîòâåòñòâåííî âûðàæåíèå ìîæíî
ïåðåïèñàòü â âèäå

f(x, y) = (2π)−2

∫ π

0

dθ

∫ ∞

−∞
du |u| exp(−iuξ) S(u, θ) (7)

Ïîëó÷åííûé íàìè ðåçóëüòàò îáû÷íî çàïèñûâàþò â íåñêîëüêî èíîì òîæäåñòâåííîì
âèäå, à èìåííî

f(x, y) = (2π)−1

∫ π

0

dθ Q(x cos θ + y sin θ, θ), (8)

Q(ξ, θ) = (2π)−1

∫ ∞

−∞
du exp(−iuξ) |u|S(u, θ) (9)

S(u, θ) =

∫
dξ exp(iuξ) I(ξ, θ) (10)

Òåïåðü ïðåèìóùåñòâà äàííîãî ïîäõîäà îñîáåííî íàãëÿäíû. Äåéñòâèòåëüíî, èìåÿ
èñõîäíî ñèíîãðàììó, ìû äëÿ êàæäîãî óãëà θ íåçàâèñèìî âû÷èñëÿåì îäíîìåðíîå
ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå, ïîëó÷àÿ ôóíêöèþ S(u, θ). Çàòåì ìû óìíîæàåì ýòó ôóíê-
öèþ íà ôèëüòð â âèäå |u| è äåëàåì îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå. Ïîñëå ýòîãî
èñêîìûé îáúåêò, òî åñòü ôóíêöèÿ f(x, y) , âû÷èñëÿåòñÿ ïðîñòûì ñóììèðîâàíèåì
ïî âñåì ïðîåêöèÿì ñ îäíîâðåìåííûì ïðîåêòèðîâàíèåì ðåàëüíîé òî÷êè íà ñîîò-
âåñòâóþùóþ ïðîåêöèþ.

2. ×èñëåííàÿ ðåàëèçàöèÿ.
Êàê ïîêàçàíî â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå, ðåêîíñòðóêöèÿ ñèíîãðàììû â òîìîãðàììó
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âûïîëíÿåòñÿ â òðè ýòàïà, ïðè÷åì ïåðâûå äâà ýòàïà ìîæíî âûïîëíÿòü êàê ðàçäåëü-
íî, òàê è âìåñòå. Ñíà÷àëà ïðè êàæäîì óãëå ñèíîãðàììû íàäî âûïîëíèòü ïðåîáðà-
çîâàíèå Ôóðüå ïî ïîïåðå÷íîé êîîðäèíàòå, çàòåì óìíîæèòü åå íà ôèëüòð è ñäåëàòü
îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå. Äëÿ âûïîëíåíèÿ ýòîé ðàáîòû óäîáíî èñïîëüçî-
âàòü ïðîöåäóðó áûñòðîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå, êîòîðàÿ óæå ÿâëÿåòñÿ îïåðàöèåé
ACL. Ïðè ýòîì íåîáõîäèìî, ÷òîáû ÷èñëî òî÷åê ìàññèâà ïî êîîðäèíàòàì ξ è u ðàâ-
íÿëîñü N = 2n ãäå n - öåëîå ÷èñëî. Ðàçóìíûå çíà÷åíèÿ N = 256 èëè N = 512. Åñëè
ýêñïåðèìåíòàëüíûõ òî÷åê áîëüøå, òî ëèøíèå ðàçóìíî ïðîñóììèðîâàòü äëÿ óìåíü-
øåíèÿ øóìà. Òàêèì îáðàçîì ïåðåõîä îò I(ξ, θ) ê S(u, θ) è çàòåì ê Q(ξ, θ) ìîæåò
áûòü íàïèñàí íà ACL íåïîñðåäñòâåííî áåç ïîòåðè ñêîðîñòè ñ÷åòà. ×òî æå êàñàåòñÿ
ïðåîáðàçîâàíèÿ îò Q(ξ, θ) ê f(x, y), òî îíî âûïîëíåíî êàê ñïåöèàëüíàÿ îïåðàöèÿ
"tom"êîìàíäû "math". Ïðè ýòîì ñêîðîñòü ñ÷åòà òîæå ìàêñèìàëüíàÿ. Òàê êàê ñèíî-
ãðàììà èçâåñòíà ÷èñëåííî â êîíå÷íûõ ïðåäåëàõ, òî ýòîò èíòåðâàë ðàâåí äèàìåòðó
êðóãà, âïèñàííîãî â êâàäðàò, âíóòðè êîòîðîãî îáúåêò âîññòàíàëèâàåòñÿ â ïîëíîé
ìåðå. Ãðàíèöà ýòîãî êðóãà îáû÷íî õîðîøî çàìåòíà íà âîññòàíîâëåíûõ òîìîãðàì-
ìàõ, åñëè òîëüêî îáúåêò íå ðàâåí íóëþ çà ïðåäåëàìè êàêîé-ëèáî ìàëîé îáëàñòè
âíóòðè êðóãà. Çà ïðåäåëàìè êðóãà âîññòàíîâëåíèå èäåò òîëüêî ÷àñòè÷íî è âîîáùå
ãîâîðÿ èçîáðàæåíèåì â ýòîé îáëàñòè íå ñëåäóåò èíòåðåñîâàòüñÿ, òàê êàê îíî íåïðà-
âèëüíîå. Èíòåãðàë ïî óãëó âû÷èñëÿåòñÿ ìåòîäîì ïðÿìîóãîëüíèêîâ ñ ïîñòîÿííûì
øàãîì íà ñèñòåìå M òî÷åê îò 0 äî π(1− 1/M) ñ øàãîì π/M . ×èñëî óãëîâ ìîæåò
áûòü ïðîèçâîëüíûì è êîíå÷íî ÷åì áîëüøå òåì ëó÷øå.

Èíòåðåñíî, ÷òî ðåàëüíûå ïîïåðå÷íûå ðàçìåðû îáúåêòà â çàäà÷ó íå âõîäÿò.
Ìîæíî, íàïðèìåð, âûáðàòü øàã ñåòêè òî÷åê ïî êîîðäèíàòå ξ ðàâíûì åäèíèöå.
Òîãäà øàã ñåòêè òî÷åê îáðàòíîãî ïðîñòðàíñòâà áóäåò ðàâåí ∆u = 2π/N . Êðîìå
òîãî øàã ñåòêè òî÷åê â èíòåãðàëå ïî óãëó ðàâåí π/M . Ïîýòîìó îáùèé ìíîæè-
òåëü ðàâåí (2π/N)2(π/M)(2π)−2 = π/(MN2). Ýòîò ìíîæèòåëü íåîáõîäèìî ó÷èò-
âàòü ëèáî ïðè âû÷èñëåíèè îáðàòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå (÷òî ðåàëüíî è äåëà-
åòñÿ), ëèáî ïðè âû÷èñëåíèè èíòåãðàëà ïî óãëàì. Â ïðîöåäóðå âû÷èñëåíèÿ ôóíêöèè
Q(x cos θ+y sin θ, θ) ïî çàäàííûì çíà÷åíèÿì x è y íà ñåòêå, èñïîëüçóåòñÿ ëèíåéíàÿ
èíòåðïîëÿöèÿ Q(ξ) = Qi(ξi+1−ξ)+Qi+1(ξ−ξi). Òàêàÿ ïðîñòàÿ ôîðìóëà ïîëó÷àåòñÿ
ïîòîìó, ÷òî âûáðàí åäèíè÷íûé øàã ñåòêè.

Âñÿ ïðîöåäóðà â öåëîì ñäåëàíà â âèäå ñóïåð-êîìàíäû ##tomo. Ïðîöåäóðà èñ-
ïîëüçóåò ñèíîãðàììó, çàïèñàííóþ â ôàéë ñî ñòàíäàðòíûì èìåíåì "object.sin"è
åäèíñòâåííûé ïàðàìåòð M - ÷èñëî ïðîåêöèé. Ðåçóëüòàò çàïèñûâàåòñÿ â ôàéë ñî
ñòàíäàðòíûì èìåíåì "object.rec". ×èñëî òî÷åê ñåòêè íà êâàäðàòíîé îáëàñòè îáú-
åêòà âû÷èëÿåòñÿ àâòîìàòè÷åñêè èç ðàçìåðà ôàéëà.

3. Ïðîâåðêà íà ìîäåëüíîì îáúåêòå.
Ìîäåëüíûé îáúåêò íà êâàäðàòíîé îáëàñòè ìîæåò áûòü î÷åíü ïðîñòî çàäàí ñðåä-
ñòâàìè ãðàôèêè. Ãðàôè÷åñêèé ôàéë ïîñëå ïîñòðîåíèÿ ïî ïðîãðàììå ñïàñàåòñÿ â
jpeg-ôàéë, êîòîðûé çàòåì îïåðàöèåé #f [op=tobm;] ïåðåâîäèòñÿ â áàéòîâóþ êâàä-
ðàòíóþ ìàòðèöó, êàæäûé áàéò êîòîðîé ïðåäñòàâëÿåò îäíó òî÷êó îáúåêòà. Ñóììè-
ðîâàíèå ìàòðèöû ïî ïåðâîìó è ïî âòîðîìó èíäåêñó îïåðàöèåé #math [op=mss;]
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ñðàçó äàåò çíà÷åíèå ïðîåêöèè ïðè íóëåâîì óãëå è óãëå π/2. Çàòåì ìàòðèöà âðà-
ùàåòñÿ íà óãîë π/M è ïðîöåäóðà ñóììèðîâàíèÿ ïîâòîðÿåòñÿ. Î÷åâèäíî, äàííàÿ
îïåðàöèÿ äàåò ïðàâèëüíûå ïðîåêöèè òîëüêî ïðè ÷åòíîì çíà÷åíèè M . Âðàùåíèå
ìàòðèöû âûïîëíÿåòñÿ îïåðàöèåé #math [op=mmr;]. Ýòà îïåðàöèÿ èñïîëüçóåò ïðî-
åêòèðîâàíèå òî÷åê çàäàííîé ñåòêè íà èñõîäíóþ ñåòêó è ëèíåéíóþ èíòåðïîëÿöèþ íà
ñïðîåêòèðîâàííûå òî÷êè èç òî÷åê èñõîäíîé ìàòðèöû. Åñëè íîâûå òî÷êè ïîïàäàþò
çà ïðåäåëû èñõîäíîé ìàòðèöû, òî òàì ïðåäïîëàãàþòñÿ íóëåâûå çíà÷åíèÿ èñõîä-
íîé ìàòðèöû. Ïðîöåäóðà ïîëó÷åíèÿ ñèíîãðàììû èç êâàäðàòíîé ìàòðèöû îáúåêòà
ñäåëàíà â âèäå ñóïåð-êîìàíäû ##sino.
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