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Рассмотрены два аспекта нового варианта теории нанофокусировки синхротронного излучения
(СИ) в нанометровый поперечный размер с использованием длинной составной преломляющей
линзы (СПЛ). Во-первых, разработан метод расчета кривой качания, которая отличается от функ-
ции Гаусса и зависит от реального размера апертуры СПЛ. Во-вторых, предложен новый способ
расчета трансформации волновой функции при прохождении СИ по воздуху после фокусировки в
СПЛ, в том числе в области вблизи фокусного расстояния. Новый способ основан на аналитиче-
ском представлении интеграла Гюйгенса–Френеля через комплексный интеграл Френеля. Он дает
результат за то же время или даже быстрее, чем метод на основе преобразования Фурье, и являтся
более простым и устойчивым.
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ВВЕДЕНИЕ
В работе рассмотрены новые аспекты теории

нанофокусировки пучков жесткого синхротрон-
ного излучения (СИ) длинной составной прелом-
ляющей линзой (СПЛ), основы которой пред-
ставлены в [1]. Новым элементом теории являет-
ся учет апертуры длинной СПЛ вместе с
аналитической формулой для пропагатора СПЛ
[2, 3], которая апертуру не учитывает. Для СПЛ с
большой апертурой и для относительно низкой
энергии фотонов СИ (5–15 кэВ) апертура не вли-
яет на результат, так как пучок СИ полностью по-
глощается на краях апертуры и степень фокуси-
ровки зависит от эффективной апертуры, которая
определяется поглощением. Ранее было показано
[4, 5], что фокусировка в минимальный размер
(два десятка нанометров [6]) возможна только для
СПЛ с малой апертурой и при высоких энергиях
фотонов (более 30 кэВ), когда поглощение стано-
вится весьма слабым. В этом случае теория без
учета апертуры показывает сильно завышенную
степень фокусировки. Для получения реалистич-
ных результатов апертуру необходимо учитывать.

Частично апертуру СПЛ предлагалось учиты-
вать, закрывая пучок СИ за пределами апертуры
щелью, установленной перед СПЛ [7], но это хо-
рошо работает лишь в случае очень больших рас-
стояний от источника СИ до СПЛ. На источни-
ках СИ третьего и четвертого поколений [8] рас-

стояния от источника до экспериментальной
станции большие, но если СПЛ фокусирует вто-
ричный источник в фокусе другой СПЛ, то такой
прием не сработает. Размер пучка на входе в СПЛ
в этом случае меньше апертуры, а максимальный
размер пучка находится внутри СПЛ (рис. 1a).
Проблемы возникают также при расчете кривой
качания СПЛ, когда пучок входит в СПЛ под
большим углом. Новый вариант теории решает
эти проблемы с приемлемой точностью.

Другая проблема состоит в расчете размера
пучка и его структуры на фокусном расстоянии.
Вычислять перенос волновой функции излуче-
ния по воздуху можно разными способами. Ча-
стично эта проблема обсуждается в [9], где срав-
ниваются три метода расчета: метод Рунге–Кутты
для решения дифференциальных уравнений; ме-
тод ориентированных гауссовых пучков; метод
Гюйгенса–Френеля с вычислением интеграла
процедурой быстрого преобразования Фурье
(БПФ) [10]. Показано, что третий метод дает от-
вет во много раз быстрее второго, а первый вооб-
ще не дееспособен. Этот вывод, вообще говоря,
давно известен и практически все авторы исполь-
зуют процедуру БПФ для расчетов когерентной
оптики СИ. Но и у метода БПФ есть проблемы,
которые обсуждаются в разделе Новый метод рас-
чета волновой функции СИ после СПЛ.
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В данной работе предложен новый способ рас-
чета, который не является универсальным, но
применим для вычисления размеров пучка СИ
после СПЛ. Он является быстрым и максимально
точным. В нем интеграл Гюйгенса–Френеля вы-
ражается через комплексный интеграл Френеля
от комплексного аргумента. Предложен способ
быстрого расчета такого интеграла.

ОСНОВЫ НОВОГО ВАРИАНТА ТЕОРИИ
На рис. 1а показан общий вид длинной СПЛ и

выделена фокусирующая область, имеющая вы-
соту, равную апертуре A, и длину L = plnl, где pl –
длина одного периода, nl – число периодов. На
рис. 1б показаны основные параметры одного пе-
риода, в том числе радиус кривизны вогнутых па-
раболических поверхностей R и толщина самой
тонкой части dl в середине периода. При этом pl =

= /R + dl, где xa = A/2. Также показаны оси ко-
ординат, использующиеся в расчетах. В аналити-
ческой теории [2, 3] переменная толщина матери-
ала заменяется на переменную плотность, а мате-
риал вдоль оси z считается сплошным, т.е. его
плотность не зависит от z.

Для задачи в такой постановке удалось полу-
чить пропагатор СПЛ в виде exp(ib0 + ib1 (x2 + ) +
+ ib2xx1), где x – координата на выходной поверх-
ности СПЛ, x1 – координата на входной поверх-
ности, b0, b1, b2 – известные комплексные коэф-
фициенты. Если на СПЛ падает излучение от то-
чечного источника с координатами xs и zs, то в
параксиальном приближении волновая функция
равна экспоненте, аргумент которой пропорцио-
нален , и интеграл от произведения пропагато-
ра на такую функцию имеет вид exp(ia0 + ia1x +
+ ia2x2) с новыми комплексными коэффициента-
ми, которые вычисляются аналитически. При этом
предполагается, что у СПЛ нет апертуры, так как
она не входит в результат.

Учесть апертуру позволяет геометричекая оп-
тика в том же самом приближении сплошной сре-
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ды с неоднородной по оси x плотностью. Показа-
но, что траектория лучей внутри длинной СПЛ
описывается уравнением

(1)

где x0 и θ0 – начальные координата и угол луча
при входе в СПЛ, когда z = 0, т.е. координата z от-
считывается от начала СПЛ. Комплексный коэф-
фициент преломления среды записывается в виде
n = 1 – δ + iβ. Для угла между лучом и осью z тоже
существует уравнение

(2)

Используя эти уравнения, можно вычислить
такие траектории лучей, которые нигде не выхо-
дят за пределы апертуры, но являются крайними
в том смысле, что в какой-то точке они касаются
краев апертуры.

Такие траектории и определяют ширину пучка
на входе A0 и на выходе A1 СПЛ. Окончательное
выражение для волновой функции на выходе из
СПЛ имеет вид

(3)

где x1 = A1/2, x0 – центральная точка области с
шириной A1, θ(x) – функция Хевисайда, равная
нулю, если x < 0, и единице, если x > 0. Действи-
тельная часть параметра a0 не влияет на интен-
сивность, но мнимую часть необходимо учиты-
вать. Явный вид коэффициентов выписан в [1].
Волновая функция ψ1(x, z) на расстоянии z от
конца СПЛ равна свертке ψ0(x) с пропагатором
Френеля

(4)

Новый метод расчета такого интеграла с уче-
том явного вида (3) для функции ψ0(x) рассмот-
рен в разделе Новый метод расчета волновой
функции СИ после СПЛ.
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Рис. 1. Общий вид СПЛ как периодической структуры и траектория лучей внутри СПЛ (а). Параметры одного перио-
да, где A – апертура, xa = A/2, R – радиус кривизны параболической поверхности, dl – толщина тонкой части, pl – дли-
на периода, и оси координат (б).
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КРИВАЯ КАЧАНИЯ ДЛИННОЙ СПЛ

Длинная СПЛ является не только фокусирую-
щим, но и коллимирующим элементом в том
смысле, что если на нее падает сходящееся СИ в
широком угловом интервале, то на выходе остает-
ся СИ из меньшего углового интервала. Или, если
между осью СПЛ и осью z есть угол α > 0, то инте-
гральная интенсивность СИ на выходе из СПЛ
будет зависеть от этого угла. Эту зависимость на-
зывают кривой качания. Впервые кривая качания
длинной СПЛ с большой апертурой была измере-
на в [11] на источнике СИ ESRF (г. Гренобль,
Франция). В то время подробной теории не было,
использовалась только примитивная геометриче-
ская оптика для оценки ширины кривой. Теория
появилась в [12] много лет спустя, и ее результаты
хорошо совпали с результатом в [11]. Показано,
что кривая качания для СПЛ представляет собой
функцию Гаусса в случае, когда реальная аперту-
ра не играет роли из-за поглощения, и получена
формула для вычисления полуширины этой
функции. Более того, существует онлайн-про-
грамма [13], которая вычисляет ее вместе с други-
ми параметрами пучка СИ после фокусировки
пучка СИ с помощью СПЛ.

Недавно кривая качания планарной почти на-
нофокусирующей СПЛ была измерена на источ-
нике КИСИ-Курчатов (г. Москва) при энергии
фотонов 18 кэВ, когда поглощение еще велико
[14]. Результаты снова совпали с теорией без учета
апертуры. Новая программа для расчета кривой
качания с учетом апертуры создана как часть уни-
версальной программы XRWP [15]. Рассмотрим
пример применения этой программы для случая,
когда апертура существенно влияет на результат.
Пусть параметры СПЛ соответствуют изготов-
ленной линзе [16] с апертурой A = 30 мкм. Эта
СПЛ имеет следующие параметры: pl = 62 мкм,
dl = 2 мкм, R = 3.75 мкм. Пусть энергия фотонов
равна 50 кэВ (λ = 0.0248 нм), СПЛ имеет 400 эле-
ментов, а расстояние до источника zs = 13 м.

В этом случае длина СПЛ равна L = 2.48 см,
Lc = 2.46 см. Так как углы малы, тангенс равен его
аргументу с большой точностью. Расчет с учетом
чистой геометрии без преломления лучей дает
максимальный угол отклонения луча αm = A/L =
= 1.21 мрад. Соответственно, максимальное сме-
щение источника равно xsm = zs A/L = 15.7 мм. Уг-
ловая область пропускания длинной СПЛ в 2 раза
больше, т.е. Δαg = 2.42 мрад. Онлайн-программа
[13] дает для этого случая полуширину функции
Гаусса Δαop = 2.13 мрад. Это чуть меньше, но необ-
ходимо учесть, что это ширина на половине высо-
ты, максимальная ширина существенно больше
по той причине, что эффективная апертура из-за
поглощения больше реальной апертуры.

На рис. 2 показана кривая качания для рас-
сматриваемого случая, вычисленная по форму-
лам новой теории. Интегральная интенсивность
измеряется в микрометрах, так как она является
произведением средней относительной интен-
сивности на ширину пучка в микрометрах. Фак-
тически, это эффективная апертура, определен-
ная в [17]. Новая кривая качания не имеет форму
функции Гаусса, особенно в нижней части.
Ее полуширина равна 1.42 мрад, а полная ширина –
2.2 мрад. То есть онлайн-программа в данном
случае существенно завышает оценку ширины
кривой качания. Наличие резких краев апертуры
и использование приближения геометрической
оптики для СПЛ приводят к резкому уменьше-
нию эффективной апертуры до нуля при углах
больше 1.1 мрад. Максимальный угол оказался
слегка меньше, чем это следует из формальной
траектории лучей.

Расчет был проведен для точечного источника.
Реальный источник имеет поперечные размеры,
поэтому кривую надо усреднить по угловому раз-
меру источника. При размере источника 100 мкм
и расстоянии 13 м этот размер равен 0.008 мрад.
Это намного меньше, чем полуширина кривой
качания. Очевидно, что ширина кривой качания
зависит от расстояния между источником и СПЛ.
Такую кривую при малых расстояниях тоже мож-
но вычислить, но это выходит за рамки данного
исследования.

На рис. 2 можно заметить небольшой сбой мо-
нотонности на кривой. Этот сбой связан с ано-
мальным поведением траекторий в том случае,
когда одна из них касается края выходной аперту-
ры. При смещении точки источника на 8 мм (угол
0.615 мрад) левая траектория выходит на край
апертуры, а правая находится еще примерно на
5 мкм от центра и тоже слева. При этом максимум
кривой равен 1.394, полуширина (почти равна
ширине) – 9.465 мкм, интеграл – 11.583 мкм. При
смещении на 7.8 мм аналогичные числа – 1.409,

Рис. 2. Кривая качания СПЛ при A = 30 мкм, pl =
= 62 мкм, dl = 2 мкм, R = 3.75 мкм, nl = 400, энергии
фотонов 50 кэВ и расстоянии z0 = 13 м.
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9.413, 11.206. Хотя максимум больше, полушири-
на меньше, т.е. левая траектория не так сильно за-
гибается. А при смещении на 8.2 мм получились
такие параметры: 1.378, 9.365, 11.235. В этом слу-
чае левый край не сдвигается, а правый сдвигает-
ся влево, уменьшая ширину пучка, и такая дина-
мика происходит при дальнейшем сдвиге источ-
ника. Экспериментальное обнаружение этой
особенности может иметь практическое значе-
ние.

НОВЫЙ МЕТОД РАСЧЕТА ВОЛНОВОЙ 
ФУНКЦИИ СИ ПОСЛЕ СПЛ

Стандартным методом расчета свертки двух
функций является метод на основе преобразова-
ния Фурье с использованием процедуры БПФ.
Эта процедура делает расчет весьма быстро, но
правильный ответ получается только при соблю-
дении определенных условий. Для преобразова-
ния Фурье используется сетка точек с шагом d и
числом точек n. Результат в обратном простран-
стве получается на сетке с таким же числом точек
n и шагом D = 2π/nd. Так как интеграл Фурье вы-
числяется в бесконечных пределах, подынте-
гральная функция должна быть равна нулю вме-
сте со всеми производными на краях области раз-
мером nd в прямом пространстве и nD в обратном
пространстве.

К каким сложностям это приводит, можно по-
казать на примере функции Гаусса. Известно, что
функция Гаусса имеет одну и ту же форму в пря-
мом и обратном пространствах, только полуши-
рины этих функций в прямом w и обратном W
пространствах связаны соотношением wW = 5.55,
в то время как произведение шагов сетки удовле-
творяет соотношению dD = 6.28/n, т.е. зависит от
n. Чтобы одинаково хорошо представить функ-
цию в обоих пространствах, нужно взять d = w/m
и D = W/m. При этом необходимо, чтобы выпол-
нялось соотношение n = 1.13 m2. Но тогда расчет-
ные области в обоих пространствах получаются в
m раз больше полуширин самих функций.

Для расчета свертки с пропагатором Френеля
ситуация усложняется, так как размер пучка в фо-
кусе может быть в 1000 раз меньше размера апер-
туры, и даже в приближении, когда на полушири-
ну пика зарезервировано всего 10 точек, общее
число точек сетки должно быть больше 10000 и
при этом очень много точек будут просто содер-
жать нули. С другой стороны, на других расстоя-
ниях, т.е. не в фокусе, размер пучка относительно
большой, но пропагатор Френеля очень сильно
осциллирует в обратном пространстве, особенно
на больших расстояниях. То есть чтобы иметь шаг
в обратном пространстве меньше периода осцил-
ляций, нужно брать большой размер расчетной
области в прямом пространстве. Для всех рассто-
яний вычислить результат с помощью одной и

той же сетки точек не всегда удается. Тем не ме-
нее при правильном выборе параметров результат
можно получить.

В данной работе для вычисления кривой ин-
тенсивности пучка СИ после фокусировки СПЛ
предлагается использовать метод, который еще
нигде не применялся, а именно использовать
комплексный интеграл Френеля (КИФ):

(5)

Подставляя (3) в (4), получаем интеграл в виде
ψ1(x, z) = С(x, z)T(x, z), где

(6)

Здесь xb и xe – нижняя и верхняя границы области
шириной A1, т.е. границы, в которых пучок выхо-
дит из СПЛ; β = 2gx – a1, γ = g + a2, g = π/λz,

(7)
Интеграл в (6) можно выразить через КИФ (5)
следующим образом:

(8)

где A = (2γ/π)–1/2, B = β/2γ.
Для действительного аргумента КИФ очень

быстро вычисляется с помощью простых формул
с коэффициентами, подобранными таким обра-
зом, что ответ получается весьма близким к ре-
альному ответу. Но в данном случае аргумент x в
(5) комплексный. Необходимо использовать фор-
мулы, которые допускают аналитическое продол-
жение в комплексную плоскость. Коэффициенты
a1 и a2, если учитывать поглощение СИ в СПЛ,
являются комплексными. Специфика задачи в
том, что мнимые части этих коэффициентов су-
щественно меньше действительных, т.е. выход в
комплексную плоскость происходит на неболь-
шое расстояние. По этой причине при анализе
точности расчетов достаточно рассмотреть толь-
ко действительную часть.

При малых значениях x для расчета функции
F(x) можно использовать степенной ряд

(9)

Вообще говоря, ряд сходится при любых значени-
ях x, но только при малых значениях достаточно
нескольких членов ряда. При больших значениях
можно использовать асимптотичекий ряд

(10)

Для действительного аргумента формулы (9) и
(10) дают примерно одинаковые значения при x =
= x0 = 4.7. То есть при xr < x0 нужно проводить вы-

= θ − π
2 2( ) ( [1 ])exp( ( /2) ).F x x ds s s i x s

= − β + γ θ − −
2

1 1 1 1 1( , ) exp( ) ([ ][ ]).b eT x z dx i x i x x x x x

= π +1/2 2
0 1 0( , ) ( / ) exp( [ ]).C x z gA i A i a gx

= − γ − −
− −

2( , ) exp( )[ ([ ]/ )
([ ]/ )],

e

b

T x z A i B F x B A
F x B A

∞ +

=

π=
+
(2 1)

0

( )( )
2 (2 1) !

k k

k
k

i xF x
k k

− −= + + π π + π2 1 2 1( ) (1 )/2 exp( /2)( ) [1 ( ) ].F x i i x i x i x
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числения по формуле (9), а при xr > x0 – по фор-
муле (10). Здесь xr – действительная часть x. Пре-
имущество такого метода расчета в том, что сетка
точек используется только для вычисления ко-
нечного результата. Она может иметь произволь-
ный шаг и произвольное число точек.

Есть только одна проблема. Для СПЛ параметр
a2r < 0. Фокусное расстояние zf определяется из
условия γr = 0. При z > zf получаем γr < 0 и пара-
метр A получает большую мнимую часть, что при-
водит к неверному результату, если считать по
формуле (8). Проблема решается следующим об-
разом. В (6) видно, что если поменять одновре-
менно знаки у параметров βr и γr, то получаем
комплексно-сопряженное значение интеграла.
Именно так и надо делать при z > zf, т.е. поменять
знаки, выполнить расчет и затем взять комплекс-
но-сопряженное значение. Данный метод позво-
ляет вычислять волновую функцию СИ на произ-
вольных расстояниях z, включая даже очень боль-
шие.

Новый метод расчета волновой функции на
произвольном расстоянии после СПЛ реализо-
ван в программе XRWP [15] одновременно с но-
вым методом расчета на конце СПЛ, который
учитывает апертуру. Он получил номер 6, а метод
расчета расстояния через процедуру БПФ одно-
временно с новым методом расчета на конце СПЛ –
номер 5. Для СПЛ с апертурой 30 мкм, представ-
ленной в предыдущем разделе, фокусное рассто-
яние, отсчитываемое от конца СПЛ, равно zf =
= 1.5656 см. Так как на этом расстоянии полуши-
рина пучка СИ равна 24 нм, то в методе 5 шаг сет-
ки d взят равным 1 нм, а число точек n = 216 = 16 ×
× 1024. При этом размер расчетной области был
лишь слегка больше размера пучка СИ на выходе
из СПЛ и меньше апертуры СПЛ. При меньшем
числе точек результат получался неверным. По-
сле расчета результат интерполировался на сетку
точек с шагом d1 = 0.25 нм и числом точек n1 = 301.
В методе 6 расчет проводился сразу на сетке точек
с d1 и n1. Вычислялась квадратная матрица I/I0(x, z)
на интервале оси z от 1.5306 до 1.6056 см. Резуль-
тат расчета методом 6 показан на рис. 3.

Расчет методом 5 давал точно такую же кар-
тинку. При этом значение в максимуме относи-
тельной интенсивности было равно 728 вместо
более точного значения 729. То есть почти ника-
кой разницы между методом БПФ и новым мето-
дом на основе КИФ нет. Что касается времени
расчета матрицы, то на использованном компью-
тере понадобилось 5 с для метода 6 и всего 3.5 с
для метода 5. Но если взять число точек на оси x
не 301, а 151, то время расчета методом 5 никак не
изменится, а для метода 6 время уменьшится
вдвое практически с тем же результатом. Кроме
того, есть возможность оптимизировать скорость
расчета КИФ в будущем, а также формулу (8).

Новый метод хорош еще и тем, что он психологи-
чески более комфортен, так как вычисляется
только то, что нужно и ничего лишнего.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Впервые вычислена кривая качания длинной
СПЛ в рамках нового варианта теории нанофоку-
сировки пучков СИ с помощью длинной СПЛ,
т.е. с учетом апертуры на основе геометрической
оптики, согласованной с пропагатором длинной
СПЛ, полученным в [2, 3] более 20 лет назад. Раз-
работана компьютерная программа для таких
расчетов в рамках общей программы XRWP [15]
для решения широкого круга задач оптики СИ.
Предложен и реализован новый метод расчета
волновой функции СИ после длинной СПЛ на
основе вычисления комплексного интеграла
Френеля от комплексного аргумента. Новый ме-
тод в ряде случаев является самым быстрым по
сравнению с другими методами, включая метод
на основе БПФ.

Полученные теоретические результаты позво-
лят успешно прогнозировать и анализировать
данные экспериментов на новых источниках СИ
четвертого поколения, которые будут созданы в
России в ближайшее время. Более подробный
анализ фокусировки с помощью длинных каскад-
ных СПЛ, в которых апертура является перемен-
ной величиной, будет сделан в будущем.

Рис. 3. Распределение относительной интенсивности
излучения в области фокуса для параметров СПЛ,
указанных в подписи к рис. 2, рассчитанное методом
6 программы XRWP [15].
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